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ON SOZ

Bu kitapta, Kane tipi yar1 iletken kuantum
noktalarinda yiik tasiyicilarinin dalga fonksiyonlari ve
enerji spektrumlart teorik olarak hesaplanmistir. Kitap,
2064-YL-09 No'lu proje ile  Siileyman Demirel
Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Yonetim
Birimi Bagkanlig1 tarafindan maddi olarak desteklenen,
yazarin yiiksek lisans tezini yazarken ortaya koydugu
teorik bulgular icermektedir. Yiik tastyicilarinin enerji
spektrumlarin1 ve dalga fonksiyonlarini hesaplamak i¢in
donme grubuna gore degismez kalan birinci mertebeden
diferansiyel denklemler sisteminden yararlanilmistir.
Denklemlerde valans bandi ve iki iletkenlik band1 olmak
iizere li¢ bant yapisi esas alinmigtir. Elektronlarin, hafif
desiklerin ve agir desiklerin enerjilerinin kuantum

noktalarinin yarigapina baglh degisimi arastirilmistir.
Dr. Mustafa BALCI

Isparta, 2025






1. GIRIS

Hizla gelisen teknolojiye bagli olarak hesaplama
teknikleri son zamanlarda gelismis ve bunun sonucunda
bilgisayarlarin hesaplama hizi (10°Hz) yiikselmis ve
mikro sistemlerin biiyiikliigiine (10~7m) bagl olara ileri
bir seviyeye ulagmistir. Klasik fizik yasalarinin
uygulanabildigi mikro diinyanin sinir1 olan 107’m’ yi
astigimizda ve bilgisayarlarin hesaplama hizlarini
artirdigimizda yepyeni bir fiziksel diinyaya ulasiriz. Bu
fiziksel diinya nano diinyadir. Nano diinya bizlere daha
onceki bilinen mikro diinyadan farkli fiziksel anlamlar
sunmaktadir. Bu temel fark; nano diinyada, mikro
diinyada bulunmayan kuantum etkilerinin bulunmasidir.
Bu nedenle giiniimiizde kullandigimiz teknolojik
cihazlar simdiye kadar kullanilan ilkelerden farkli olarak

yeni ilkelere dayanarak ¢aligmaktadir.

Nano kelime anlamiyla ifade edilecek olursa;
herhangi bir fiziksel biiytikliiglin bir milyarda biri olarak
tanimlanir. Nanoyapilar uzunluk olarak (10~°metre)
bakildiginda yaklasik olarak 10-100 atomluk bir sisteme
karsilik gelmektedir. Bu boyuttaki sistemlerde mikro
sistemlere gore farkl fiziksel ozellikler

gozlemlenmektedir. Nanobilim ve nanoteknoloji olarak
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adlandirilan bu yeni Ozellikler, yaklasik 15 yildir
diinyada ilkelerinin askeri, sivil ve teknoloji

stratejilerini belirler duruma gelmistir.

Nano seviyesinde, malzemelerin fiziksel 6zellikleri
degismektedir. Makroskopik Olgekten tamamen farkli
olup bir¢ok yeni ve yararli 6zellikler ortaya ¢ikmaktadir.
Ornek olarak iletim dzelliklerinin (momentum, enerji ve
kiitle) artik siirekli degil kesikli degerler alacagi
sOylenebilir. Benzer sekilde optik, elektronik, manyetik
ve kimyasal Ozelliklerinde de klasik degil kuantum
ozellikleri gozlemlenmektedir. Maddeleri nanometre
seviyesinde isleyerek ortaya cikan yeni oOzellikleri
kullanarak, nano-Olcekte yeni teknolojik aygit ve
malzemeler yapmak miimkiin olmustur. Ornegin tarama
tiinelleme ve atomik kuvvet mikroskoplarini kullanarak
ylizey iizerindeki atomlar iterek birbirlerinden ayirmak,
istenilen sekillerde yerlestirmek miimkiin olmustur.
Nanoteknolojiyi 19. ylizyilda gergeklesen Sanayi
Devrimi’ne esdeger kabul edebiliriz. Bu yeni devrim,
bilim ve teknolojide yeni bir ¢ag a¢mistir. Bu yeni
donemde atom ve molekiillerle oynayarak tek
molekiilden olusan transistorlar ve elektronik aygitlar
elde edilmistir. Halen calismalar devam etmekte ve

gelistirilmektedir. Yapilan biitiin ¢aligmalar elektronik,
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fizik, kimya, malzeme bilimi, optik, uzay bilimleri ve tip

alanlarinda biiyiik bir ¢igir agmaistir.

Iginde bulundugumuz déneme damgasimi vuran
nanoteknoloji kuantum fiziginin uygulamalarmin bir
sonucudur. Kuantum fiziginin uygulamalarindan
faydalanilarak ¢aligma ilkeleri kuantum etkilerine bagl
olarak  sekillenen  yeni  cihazlar  iiretilmesi
hedeflenmektedir. Yariiletkenler elektroniginde
kuantum miihendisliginin uygulanmas1 sonucu yapay
kuantum noktalar1 ve yapay kuantum telleri elde
edilmistir. Boylece yeni -elektronik cihazlarin ve
malzemelerin  elde edilmesi miimkiin olmustur.
Gelecekte de bu yeni teknolojiden faydalanilarak siiper
bilgisayarlara mikroskop altinda bakilabilecek, insan
viicudundaki hastalikli dokular1 bulup iyilestiren
nanorobotlar olusturulabilecektir. Insan beyni hafizasina
ek nanohafizalarla giiclendirilebilecektir. Kirliligi
onleyen nano parcaciklar ile c¢evre kirliliginin Oniine
gecilebilecektir. Malzeme biliminde daha hafif ve daha
dayanikli malzemeler elde edilebilecek. Halen
kullanilmakta olan malzemelerden, yaklasik olarak
birim agirlik basina 50 kat daha hafif olabilecek ve
kullanim Omiirleri bugiin- kilerinden daha uzun

olacaktir.  Sanayi alaninda kir tutmayan ve
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temizlenebilen boyalar {iretilmistir. Uzerinde sivi
tutmayan ve kirismayan kumaglar elde edilmistir. Tip
alaninda  gelistirilecek nano robotlar ameliyat
yapabilecek ve hastalikl1 dokular1 bulup
iyilestirebilecektir. ~ Ayrica hastaliklar daha ilk
safhalarinda teshis edilebilecek ve tedavisi hastalik aktif
hale ge¢cmeden yapilabilecektir. Nano teknoloji ile
kirliligi 6nleyen nano pargaciklar ile ¢evre kirliliginin de
online gecmek miimkiin olacaktir. Nanoteknoloji ile
ulusal giivenlikte alaninda da yeni gelismeler
saglanabilmekte savunma sanayin de haberlesmede ve
gizlilik  konularinda ilerlemeler  goézlenmektedir.
Malzeme bilimiyle birlikte daha hafif ve daha dayanikli

yeni askeri techizatlar tiretilmektedir.

Nanobilim ve nanoteknolojinin merkezinde diisiik
boyutlarda baskin hale gecen boyut, sinir ve kuantum
etkileri gibi temel fizik arastirmasi iceren konularin
yaninda, atomik boyutlarda goriintilemede deneysel
yontemlerin  gelistirilmesi, Angstrom altt  (10°1°
metreden  kiigiikk) boyutlarda Ol¢iim  yapabilme
teknikleri, diisiik boyutlarda istenilen oOzelliklerde
malzeme iiretebilmeyi miimkiin kilar. Bu ydntem,
kizilalti ve mordtesi radyasyonlara tepkisi kontrol

edilebilir malzeme ve aygit gelistirme yontemidir.



DONME GRUBUNA GORE DEGISMEZ KALAN DiFERANSIYEL DENKLEMLER 5
KULLANILARAK KANE TiPi YARI ILETKEN KURESEL KUANTUM NOKTALARINDA
ELEKTRON VE HOLLERIN ENERJI SPEKTRUMLARININ HESAPLANMASI

Bilgisayar ¢aginin baslari olan 1950’lerden bu yana
yaklasik her 18 ayda bir bilgisayar performansinin iki
katina ¢iktifi  ve bilylkliglinin yartya indigi
diistintiliirse (Moore kural1) 2020 yilina ulagildiginda bu
kurala gore bilgisayar boyutlar1 molekiil boyutuna
ulagacaktir. Giliniimiizde 80 milyon transistorlu bir

islemci, 2015 yilinda 5 milyar transistor den olusacaktir.

Boyuta gore kuantumlanmis enerji durumlarinin son
yillarda,  bilginin  {retilmesi ve kaydedilmesi
teknolojisinde uygulanilabilirligi tartisilmaya
baslanmistir. Bilginin alinmasi, islenmesi, korunmasi ve
geri  kullanimin1  saglayan bilgi sistemlerindeki
gelismeler gbz Oniine alindiginda, nano-yapilarda
meydana gelen kuantum etkilerinin denetlenme
kapasitesi onem tasimaktadir. Nanoyapilarda bilginin
kodlanmasi i¢in iic Onemli kuantum etkisi; yik
tastyicilarin enerjisinin boyuta gore kuantumlanmasi,
girisim ve tlinel olay1 incelenmelidir. Biiyiikliikleri 1 nm
mertebesinde olan atomlar sistemi (kuantum noktasi)
elektronlarin  lokalizasyona ugradiklarindan enerji
spektrumlart da kuantumludur. Bu nedenle kuantum
noktalar1 yapay atomlar olarak kabul edilmektedir.
Dolayistyla A3Bs ve AxBg tipli Kane tipi yariiletkenlerle

olusturulan yapay kuantum yapilarinda kuantum
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etkilerini incelemek c¢ok Onemlidir.Bu sekilde bilgiyi
isleme hiz1 oldukca artarken enerji kullanimi ¢ok az
olacaktir. Nanoteknoloji devriminin insanligin yakin
geleceginde yaratacagi degisiklik sadece ana hatlariyla

tahmin edilebilir. (Ciract vd., 2004)

Nano  teknolojisinin ~ sadece  baslangicinda
oldugumuzu unutmamaliy1iz. Bu teknoloji ile nereye
kadar gidebilecegimizi kestirmek miimkiin degildir.

Sadece yakin gelecekle ilgi tahminde bulunabiliriz.

Ince bir yariiletken tabakasinda yiik tastyicilarmin
(elektron ve hol) sinirlandirilmasi sonucu boyutta
kiiglilmenin yariiletkenin davraniglarinda kokli  bir
degisiklige neden oldugu goriilmektedir. Boyutlarin
kiigtilmesiyle elde edilen iki boyutlu kuantum kuyulari,
tek boyutta kuantum telleri ve boyutsuz kuantum
noktalaridir. Burada ytik tagiyicilarin serbestlik derecesi
ile sinirlanma yonlerinin toplami kati sistemlerde {i¢
olmalidir. Bu yapilarin boyutlar1 de Broglie dalga boyu
mertebesinde oldugundan enerji kuantumlanir ve boyuta
gore kuantumlanmis pek ¢ok enerji seviyesi gozlenir. Bu
sebeple son zamanlarda kuantum nanoyapilarin enerji

spektrumlarin1 ve optik 6zelliklerini hem teorik hemde
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deneysel olarak aragtirmak ¢ok popiiler bir alan olmustur

(Bimberg vd., 2001).

Yapilar incelendiginde enerjileri ve birim enerji
araligindaki izinli durumlarin sayisini veren durum
yogunlugu ile ilgili sunlar ifade edilebilir. Bulk
yapilarda boyutlarda sinirlama olmadigi i¢in enerji ve
durum yogunlugu siireklidir. Tek boyutta sinirlama ile
elde edilen kuantum kuyular1 iki boyutlu kristaller olup
enerji bir boyutta kuantumlanmustir. Iki boyutta
kuantumlanma sonucu kuantum telleri elde edilmekte ve
enerji iki boyutta kuatumlanmaktadir. Diisiik boyutlarda
X,y,z yonlerinde smirlandirma sonucunda boyutsuz
kuantum noktalar1 elde edilmektedir. Bu yapida ise
enerji li¢ boyutta da kuantumlanmigtir. Durum
yogunlugunun kuantum nanoyapilarda enerjiye bagh

degisimi Sekil 1.1.’de gosterilmektedir(Harrison, 1999;

Brlic Ruantum Kuantum Kuantum
2 Kieyusi Teli Noktas:

T— "1 T L

E E E E

Y-==F

-

Sekil 1. Kuantum nanoyapilar ve bu yapilar da durum

yogunlugunun enerjiye bagh degisimi



8 DONME GRUBUNA GORE DEGISMEZ KALAN DiFERANSIYEL DENKLEMLER
KULLANILARAK KANE TiPi YARI ILETKEN KURESEL KUANTUM NOKTALARINDA
ELEKTRON VE HOLLERIN ENERJI SPEKTRUMLARININ HESAPLANMASI

Kuantum yapilarda durum yogunlugunun enerjiye
bagli degisim grafiklerini; bulk yapilar, kuantum
kuyulari, kuantum telleri ve kuantum noktalari i¢in ifade
edilmistir. Bulk yapilarda, elektronun hareketi serbesttir
ve enerji spektrumu siireklidir. Birim enerji araligindaki
izinli durum sayisini veren durum yogunlugu da stirekli
olur.  Kuantum  kuyularinda, toplam  enerji,
siirlandirilan dogrultu ile buna dik olan dogrultuda ki
diizlemlerin toplam kinetik enerjisini ifade etmektedir.
Durum yogunlu bu durumda her bir basamagi n’inci alt
banda karsilik gelen bir merdiven seklinde olusur. Iki
boyutta siirlandirma ile elde edilen kuantum tellerinde
enerji, sinirlandirilan seviyeler ile sinirlandirilmayan tel
boyunca siirekli olan enerjilerin toplamidir. Durum
yogunlugu ise her bir alt bandin tabaninda birbirinden
ayrilir ve enerjinin artmasi ile azalir. Kuantum
noktalarinda ise ii¢ boyutta sinirlama oldugundan enerji
tamamen kuantumlanmistir. Durum yogunlugu ise delta

fonksiyonunun sinirli bir serisi olmustur.

Nanoyapilarla ilgili caligmalar daha ¢ok Kane tipi
yariiletkenler (InAs, GaAs, InSb, HgTe) temellidir.
Diisiik boyutlu sistemlerdeki deneysel caligsmalarda,
yasak bant araligi kiicik olan yariletkenler

kullanilirken, yariiletkenlere ait gercek bant yapisinin
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kullanilmasi gerekir. Ciinkii basit parabolik bant yapisi
gercek yariiletkenlerin optik ve elektronik ozellikleri
icin yeterli degildir. Ancak nitel bir tanimlama elde
etmek i¢in yeterli olmaktadir. Nanokristallerin optik
ozellikleri elektronlar ve desikler arasindaki gecisler
sonucu meydana gelir. Bu sebeple yiik tasiyicilarina ait
enerji seviyeleri bu yariiletkenlerde bulunan gercek bant
yapisi dikkate alinarak hesaplanmalidir (Efros ve Rosen,

1998).

Kane modeli yeriiletkenlerde yiik tasiyicilarinin
enerji spektrumunu elde etmek amacriyla iletkenlik bandi
ile hafif desikler ve spin-yoriingesel parcalanma
desiklerinden olusan ii¢ bandin etkilesmesi dikkate
alimarak kurulmustur. Bantlar arasi etkilesme Kane

parametresi olarak tanimlanan P matris eleman ile

karakterize edilmektedir.(Askerov, 1970)

Doénme grubuna gore degismeyen birinci mertebeden
diferansiyel denklemleri kullanarak, ti¢ bant modeli
(valans bandi ve iki iletkenlik bandi) dikkate alinarak,
spin orbital etkilesmesi ihmal edilerek, GaAs tipi
yariiletken kuantum noktalarinda yiik tasiyicilarinin

enerji spektrumlarinin yarigapa bagli degisiminin ele
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alindig1 bu caligma literatiirde ilk defa bu tez tarafindan

incelenmistir.

Kitap boliim olarak hazirlanmigtir. Giris bolimii ve
kaynak 6zetlerinin ardindan {i¢iincii boliimde materyal
ve yontem kisminda iki iletkenlik band1 ve valans band1
dikkate alimarak Dénme grubuna goére degismez kalan
diferansiyel denklemler yazilacaktir. Diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri Kiiresel Bessel fonksiyonlari
olacaktir. Dordiincii boliim,arastirma bulgulart  ve
tartisma bolimiinde, GaAs tipi yariiletken kuantum
noktalar i¢in kiiresel Bessel dalga fonksiyonlarinin sinir
kosullarindan yararlanilarak yiik tasiyicilarinin enerjileri

yarigapa bagl olarak incelenecektir.



2. KAYNAK OZETi

Spin-yoriingesel etkilesmesinin ve elektronlarin g-
faktoriine olan katkisi, Kiselev ve arkadaglari tarafindan
aragtirtlmistir.  Elektronlarin g-faktorii hesaplanirken
elektronlarin, hafif desiklerin ve wvalans bandinin
kompleks yapisinin parabolik olmamasin1 dikkate alan
tic bantli Kane modeli kullanilmistir. Bu model enerji
bant yapisini, Brillouin bolgesinin I noktas: etrafinda
tanimlar. Kuantum telleri ve kuantum noktalart igin
elektron g-faktorii degerleri GaAs/AlxGaixAs hetero
sistemine ait parametreler kullanilarak pertiirbasyon

teorisi ile hesaplanmistir (Kiselev vd., 1996).

Genel olarak elektriksel iletkenlik, elektrik alanini bir
kaynak, yiik tasiyicilarin hareketini bir tepki olarak
goren yaklasimlardan hesaplanir. Yiik tastyicilarinin
akisindan baglayan ve 6rnegin kenarlarinda siirdiiriilen
ve daha sonra yiiklerin nasil olustugunu, alanlarin nasil
gelistigini hesaplayan alternatif bir yaklasim diizensiz
sistemlerin  davraniglarinin  incelenmesinde  kabul
gormiistiir. Landauer (1987), bu yaklasima ait iizerinde

az durulmus sonuglar1 analiz etmistir.
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Efros ve Rosen (1998), kiiresel yariiletken
nanokristallerde elektron ve desiklerin boyuta gore
kuantumlanmig enerji  seviyelerinin boyuta bagh
degisimi iizerine ¢aligmiglardir. Calismalarinda kuantum
enerji seviyeleri icin iletkenlik ve valans bantlarinin
etkilesimini dikkate alan ve kiiresel sekiz bantli Pidgeon
ve Brown modelini igeren analitik bir kuram
gelistirmislerdir. Yasak enerji araligr kiigiik olan
yariiletkenlerde bantlar arasi etkilesiminin ihmal
edilemeyecegini gdstermislerdir. Hesaplamalar dar
yasak enerji araliklt InSb i¢in, orta yasak enerji araliklt
CdTe ve genis yasak enerji aralikli CdS nanokristalleri

icin sunulmustur.

Gashimzade vd. (2000), A’B°> ve A’BS tipli yari
iletken kiiresel kuantum noktalarinda serbest yiik
tastyicilarinin - enerji  spektrumlarimin = kuantum
noktalarinin  yaricapimna  bagliligini  ¢alismislardir.
Kuantum noktalarinda yiikk tasiyicilarinin  enerji
spektrumunu hesaplamak i¢in rotasyon grubuna gore
degismez kalan denklemlerin elde edilmesinde
kullanimli bir yontemin istiin yanlar1 gosterilmistir.
Kiiresel InAs kuantum noktasinin ve yasak bant araligi

sifir olan (HgTe) ile yasak bant araligi dar olan (Cdi-
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«HgxTe; x<0,16) kuantum noktalarinin enerji 06z

durumlarinin hesaplanmasi sunulmustur.

Ekimov,Onushchenko, Plyukhin ve Efos (1984),
optik spektroskopi metotlar CuCl mikrokristallerinin
enerji spektrumlarimin kuantum boyutunda
arastirilmasinda  kullanilmistir.  Valans  bandinin
karmasik yapisi i¢in uyarilmalarina izin veren kuantum
biiytikliigiinde bir teori gelistirildi. Deney sonuglart ile
karsilagtirllmast  enerji bant parametreleri, CuCl
kristalinde enerji spektrumu tanimlaniyor. Aslinda
biiytikliigii i¢ boyutlu bir potansiyel duvarin1 gosteren
dielektrik  matris  yariiletken mikro  kristalde
parcaciklarin hareket alanini sinirlar. Dolayistyla mikro
kristalde yalniz  pargaciklarin  serbest  hareketi
kuantumlanmig enerji spektrumlarinin kesin degerleri

icin miimkiindiir.

Sercel, Efros ve Rosen (1999), bu ¢ok bantli efektif
kiitle  teorisinde agik ve kapali  yariletken
nanokristallerde esas bosluk durumlarinin = varlhig
uygulanmistir. Bu durumlar shockley-like yiizey
durumlarindan meydana geliyor. Bu ¢aligma ¢ok yonlii
bant efektif kiitle yaklasimi igindeki kendine ozgii
nanokristal durumlarin yeni smifi tanimlanmaktadir.

Bunlarin kendine 6zgii yasak bant araliklar1 vardir.
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Enerjileri biiyiikliige baglidir ve bu valans bandinin
kenarlar1 ile iletkenlik bandi arasindaki harekettir.
Esasinda anlasilan bu durumlar kusurlu noktalarla

iliskili degil, ya saflig1 bozan yada yiizey ile iligkilidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu calismada GaAs tipli yariiletkenlerin kiiresel
kuantum noktalarinda yiik tasiyicilarinin  enerji
spektrumlart tayin edilecektir. Basit parabolik bant
modeli yariiletken nanoyapilarin enerji spektrumlarin
tam ifade edememektedir. GaAs tipi yariiletkenlerin
iletkenlik bandi, yalmz bandin k=0 noktasinin yakin
cevresinde paraboliktir. Bu sebeple basit parabolik bant
modeli yariiletkenlerin optik 6zelliklerini detayl
ogrenmek i¢in yeterli degildir. Nanoyapilarin optik
ozelliklerini desikler ve elektronlar arasindaki gegis
zamani ortaya ¢ikarir. GaAs tipi yariiletkenlerin optik
ozelliklerini  aragtirmak  i¢in  valans  bandinin
karmagikligini ve valans bandi ile iletkenlik bandi
arasindaki etkilesmeyi dikkate alan yeni ¢ok bantli bir
model kurulmasi gerekmektedir. Bu calismada c¢ok
bantli model, donme grubuna gore degismez kalan
birinci mertebeden diferansiyel denklemler sisteminden
yararlanilarak yapilmistir (Gelfand, 1958; Lyubarskiy,
1957).
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Sekil 2. GaAs tipli yariletkenlerin k=0 noktas1 etrafinda

bant olusumu
Sekil 3.1.’de GaAs tipli yariiletkenlerin Brillouin
bolgesi merkezi I' noktast etrafinda bant yapisi
gosterilmistir. Bantlar iki simge ile belirtilmektedir (1,7).
Burada ilk simge (1) bantlarin tam agisal momentum
kuantum sayisini, ikinci simge (t) bant numarasini ifade
etmektedir. Yaptigimiz calismadat=1, 1=1 band1 valans

bandin1 gostermektedir. Bu bant dejenere olan agir

desiklerive hafif desigi ifade eder. Iletkenlik bantlar1 ise
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=0, 1=0 ve 1=2, 1=2 numarali bantlarla ifade

edilmektedir.

Cok bantli modelde, donme grubuna gore degismez
kalan birinci mertebeden diferansiyel denklemler
sisteminden yararlanilarak yiik tasiyicilarinin dalga
fonksiyonlarive enerji  spektrumlar1  bulunacaktir.
Kiiresek kuantum noktalarinda ve bulk yapilarda
bantlarin radyal fonksiyonlari i¢in yazilmis diferansiyel

denklemler sisteminden yararlanilacaktir.

Radyal fonksiyonlar i¢in diferansiyel denklemler

sistemi,

l
d l—ol,m,‘l:' _ (l - 1)\/ (12 - mZ) Iy
r

(12 —=m?) dr I-1,mz’
T 11
Z (o Z\/(l +m—-1D+ m)\/(l -m+ 1D+ m)flli)l,m—l,‘l:' —| T

i 1
Z‘/(l —m—D(—mJU+m+DU—m)f, .

)
Lm7 |, M

1
dr +7 Lme T
C‘L’,‘L" 1 [}
Ll Z\/(l -m+ 1D+ m)\/(l —-m+DU+m)f o~

2—1TJ(1 +m+ D —m)/U+m+ DU -m)f,, .

Witime | (4 2V D7 =)
r

dr +1,mz1’

cry %\/(l—m+2)(l—m+1)\/(l—m+1)(l+m)fll° +

(D +

+1,m—1,r’ -

%\/(l +m+2)(+m+ DYU+m+ DU - mf

+1,m+1,‘r’

iXf,% () =0 o



18 DONME GRUBUNA GORE DEGISMEZ KALAN DiFERANSIYEL DENKLEMLER
KULLANILARAK KANE TiPi YARI ILETKEN KURESEL KUANTUM NOKTALARINDA
ELEKTRON VE HOLLERIN ENERJI SPEKTRUMLARININ HESAPLANMASI

seklinde tanimlanir. (3.1) denklemler sistemi keyfi
sayida bandi dikkate alarak yazilmistir. Bu bantlardaki
yik tasiyicilarin  dalga fonksiyonlari ve enerji
spektrumlari,  yazilan  diferansiyel  denklemler
sisteminden elde edilen denklemlerin ¢oziimlenmesiyle

mimkin olacaktir.

Bu denklemler sisteminde,y, bantlara ait enerji
sabitidir. Cflrlkatsayllarl bantlar arast etkilesme
sabitleridir. Burada | bantlarin tam agisal momentum
kuantum sayisini, T ise bant numarasini ifade etmektedir.
fim. bulunmak istenen dalga fonksiyonlardur.
Fonksiyonlar [, m, T alt indisleriyle ifade edilecetir. Tam
acisal momentum degerleri 1, kuantum sayilarim ve

bantlarin numarasitile gosterilmektedir.

Diferansiyel denklemlerde, tam agisal momentum
degerleri 1=0, 1, 2 kuantum degerleri m= -2, -1, 0, 1, 2
ve bant numaralart 1= 0, 1, 2 degerleri kullanilarak

dokuz diferansiyel denklem elde edilir.

df,
—3:'0 )+ %f1,0,1 +
1]v2 .
O[S VIo0o + Dfs-11 () + |+ iXafo,0,0(r) = 0 (32)
V2
= 0o + Dfy 110
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VZ
o [~ 5 VIolo + Dfgo| +

VB2 W 4

3 ?\/aﬁleo— o2z +|+ Xafis1a =0 (33)

A
; lo(lo + 1) 2,0,2

r Zafzoz +

0 [9fo0, ,
Ci,g[ ;:0]"'(:}, f202+ \/l (l + Dfo-12+|+ iX2f101 =0 (3:4)

&
™ Lo(lo + D212

ol == V1o(o + Dfggo| +

[ V2

of; 3v3
B T faat

Ci; \2/_3\/10(10 + Diyo, + [+iXaf111 =0
V3
2 0o +2)05 = Dz

C%i [_\/TE\/ o = DU, +2) 1,—1,1] +iX3fz-22 =0

afl 1
\/?;—1 - _f1 -11 7

CZ 1
2,1 N
| ; lo(la + 1 1,0,1

+ixsfo-12=0

r 17}
2 fioa
dr

§f1,0,1_
”
2 (o + Dfs 10 —
>
| V0o + Dfiaa |

\/§af1,1,1 _
dr
, V3 :
Cgi 7f1,1,1 - +ix3f212 =0

i
z_f lo(o + D101

C%i [_\/TE\/ (o =D, +2) 1,1,1] +iX3f222=0

C%i +ixX3f202 =0

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

3.9)

(3.10)
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Elde edilen bu denklemler valans bandi ve iki
iletkenlik band1 goz niine alinarak yazilmistir. Dejenere
olan agir desiklerin dalga fonksiyonlarini elde etmek
icin 1=2 bandina ait dalga fonksiyonlari, (3.6), (3.7),
(3.8), (3.9) ve (3.10)denklemlerinden elde edilir.

faze = [2 0o = D + Dfyaa] (3.11)

[ d

N V3, - %)f1,1,1 -

farz = =7, |ve (3.12)
_;V lo(lo + 1) 1,01

[ d 1
21 (_ - _)fl,O,l -
faoz = =2 o T (3.13)

9 |2 LU + Dfim11 + fin)]

d
V3G = Dfi11—
.

Z_'f lo(lo + 1) 1,0,1_

2,1
C2,1

o (3.14)

fz,—1,2 =-

fozz =[O DU+ Dfima]  (G19)
Bu dalga fonksiyonlarini (3.2), (3.3), (3.4) ve

(3.5) denklemlerinde yerine yazilsin.

(Gt Do+

2 oo+ D(fy 11 +F100)

0,1

0,1 +iX1f000=0 (3.16)

V2
o [—— 1, {, + 1)f;_00,0] +
(e eh 2 6d 6 3
1X31

l(l +D+—3 21)f1 11t
1,242,1
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V2o + D) (254 ) fio1 + o5 1o(o + D1l =0 (3.17)

f, Azt d2 8d 8
g [Paon] GGy & 8483 e

ixs dr? rdr
G 01 + 0o A D+ D (Eoaa + 0] =0 (18)

vz
cig[ — 1l +1) fooo]
d? 6d
. _3E_FE+ l(l +1)+ iy
Gtz RIS T
ixs r G2

V200 + D) (254 2) fron + 5 lo(lo + Dfi1a
(3.16), (3.17), (3.18) ve (3.19) denklemleri diizenlenirse,

C01 (;r )f101+
2 [0 + D(fio1s + firn)

Lo [_\Z/_f\/m ol,‘()),o]+

+ ix1f0,00=10 (3.20)

GoGia g d® 6d 7T +7h  imia,
ixs dr? rdr 212 C}%C%i Lol

V2o + D) (5 + ) froa + gz lolo + Dfiaal =0 (3.21)

0
i)

Ciﬁciji[ 0 8d 34348 iy, o4
ixs dr?2 rdr r2 C%C;ﬁ 1,01

2 Moo+ D22+ D)y g + 1 )1F0 (3.22)
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c}ﬁ.’[ \F,/l (I, + 1) fooo]

ci;ic};i[ a2 6d 7l°2+7l°+ iX2iz, iy
ixs dr2 rdr 212 Ci:éciﬁ 111

V200 + D (254 2) fion 5 lo(lo + D120 (3.23)

seklinde dort denklem elde edilir. Bu denklemleri
kullanarak agir desiklerin dalga fonksiyonlar1 ve enerji

spektrumlar1 bulunabilir.

Agir desiklerin katli dalga fonksiyonlarini elde etmek
icin (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) denklemleri kullanilir.
Agir desiklerin ilk dalga fonksiyonu grubunu ve enerji
spektrumunu bulmak i¢in (3.23)denkleminden (3.21)

denklemi ¢ikarilir.

Clrct 3d2 6d 6l,%+6l, l){zl){?,( )=0
ixs drz rdr 212 C%Cii fi1a = haa) =

1,2 ,-~2,1

CpCon (A2 2d  (°+ly) 11)(21)(3 _
B e e acie (i~ fad) =0

(3.24)

(3.24) denklemi, Bessel diferansiyel denklemine

benzemektedir.

Bessel diferansiyel denklemi (Abramowitz,

1964),

d> 2d z(z+1)
Catiy -5 tk)f =0 (3.25)

seklindedir. Buradaki Bessel fonksiyonu ise
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f=ck® (3.26)

T2

dir. Diferansiyel denklemden,

d? 2d  (lp+1) | 1
e T )(f1,—1,1 _f1,1,1) =0 (3.27)

dr? = rdr r2 3 |Ci'22|2

enerji spektrumu ve dalga fonksiyonu, Bessel
diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinde aranmalidir.Dalga

vektori,

ky? = T Xeks (3.28)

BEICHE
(3.28) denkleminde, y, = —&,y3= Ep—¢ ve
|Ci5|? = R? degerleri yerine yazilirsa,

khz _ 1-&(Bg—e) _ 1e(e~Ep) (3.29)

3 R? 3 R?
burada, Ey, > ¢ oldugu icine — E,=— Ejolarak
alinabilir.Boylece enerji ifadesi,

2 2
_ 3RZk{ _ h2kf,
Eo 2mpy

(3.30)

desikler icin enerji spektrumunu ifade etmektedir.

(fl,—l,l - fl,l,l) fOHkSiyonunun QOZumunu ise
(3.26)daki Bessel fonksiyonundan,

Ty a(knr)
fi—11 = fian = Cha =3 (3.31)

T2

olarak agir desiklerin dalga fonksiyonu elde edilmis

olur.
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Boylece katli agir desikler icin birinci dalga
fonksiyonu grubunda f; _;; — f;,, dalga fonksiyonu
bulunmus oldu. Diger dalga fonksiyonlar1 denklemde
bulunmadigi icin fo00=0,f101=0, fi_11+
f1,1,1 = 0 dir. Bu durumda agir desiklerin birinci dalga

fonksiyonu grubu;

0
fo0,0 10
fi-11— fi1a _|Cha—2= (332)
fi-11+ fi11 OTZ '
fio1 0

dir. Bessel fonksiyonundan kiiresel Bessel fonksiyonuna

doniisiimii(Abramowitz, 1964),

2kyr
T

],%(khr) = I;(kpr) (333)

dir. Kiiresel Bessel dalga fonksiyonu grubu ise

foo,0 0

fi-11 = fiaa| _ |Gy ,ﬁll(khr)

fi—i1+ fiia| no (3:34)
fo1 0

seklinde olur. Agir desikler i¢in birinci grup kiiresel

Bessel dalga fonksiyonlar1 bulunmus oldu.

Simdi katli olan agir desiklerin, ikinci grup dalga
fonksiyonlarimi elde etmek icin (3.21), (3.23)

denklemlerini toplayalim.
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cig[ N N ]

a2 e6d . 71,%+71,
(-3gm =St P+ ) (an + i)
C12C1 —
iXs +\/_V1 (o +1) (rdr rz)f101+ =063.39)
;lo(lo + 1)01,—1,1 + fl,l,l)
Denklem diizenlenirse,
1,0 \/_ [
C10 l (l + 1 0,0,0

et [(Fm e et B (1 ) +
e V2,00 + D (3 +2) fion

elde edilir. Simdi (3.20), (3.22) ve (3.36) denklemleri,

a = ‘/E\/ L(lo+1vep = (f1,1,1 + f1,—1,1) degisken

doniistimleri yapilarak tekrar yazilirsa,

=0 (3.36)

d , 2 .
ng [(E + ;)f1,0,1 + %‘P] +ix1fo00 =0 (3.37)

A2 6d , 4l,%+4l iy
( o 0+ X21X3

- 2 2 12,21
dr rdr r C12CG

o (gt ) o

1,2 21

Crp [~ Efoo0 + 72222 )(p =0 (338)

a0 [afo,o,o] c};écé;i[ L& 8d 31, + 31, + 8 | o, y
ol 1" e vt e Tazere
7
+ S (=15 D010 (3.39)

Agir desikler icin denklemleri ¢ozerken dikkate
alinmas1 gereken ilk sart,agir desiklerin elektron
bandiyla (I=0 bandi) olan etkilesmelerinin ihmal

edilmesidir. Boylece fy 9o = 0 olur.
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d 2
Gt Dfior+5-9=0 (3.40)

2 2 Lo
(-3 -td et el (L1 0 f 0 (341

drz  rdr r2 C1:2C2:1 r \dr

d2 8d |, 31,%431,48 | ixa d | 7
(A rat T G o T A DR =0 (342)

Denklemlerden anlagiliyor ki katli olan agir
desiklerin ikinci grup dalga fonksiyonlarinda f; o ve ¢
fonksiyonlart bulunmaktadir. (3.40) denklemindeng
fonksiyonu ¢ekilirse,

p=-Z(+Dfi01 (3.43)

olur. ¢ fonksiyonu (3.42) denkleminde yerine yazilsin.

> 8d 31,°+3l,+8 Xy,
<_4E ratT e tazer)het

2r . d

Gt DTG+ Dol = (344)

Tirev alinirsa,

> 8d 31,°+3l,+8 Xy,
<_4E ratT e tazer)het

d? 4d 14
(@____ )f101—0 (3.45)

rdr r2

denklemleri toplanirsa,

2 241, —
_3<d 444 L2 Xoxs )f101—0 (3.46)

drz =~ rdr r2 3C1§ (e

seklinde elde edilir. Diferansiyel denkleminin ¢oziimii
de Bessel diferansiyel denkleminde aranmalidir. Dalga

vektorii (3.28) denklemindeki gibi
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2 21 X2X3
316,512

h

dir. (3.29) denklemlerinden,

—&(Ep—¢) le(e—Ep)
R2 3 R?

1

khz = §

E, » ¢ oldugu i¢in & — Ey=—E, olarak almabilir.
Bdylece enerji ifadesi (3.30) dan,

SR2KE  h?k}
EO N th

£ =

olur. f; g1 fonksiyonunun Bessel denkleminde ¢6ziimi,

J,,1(kpr)
fio1 = Cuu—25— (3.47)

r2

seklinde bulunur. (3.47) fonksiyonu (3.43) denkleminde
yazilarak,¢ fonksiyonu,

or . d JH%(khT)

2
o=-—( + )0 (3.48)

r2

hesaplanacak olursa, tlirev almak i¢in

=(1@) =2 1,@) = Jpu@ (3.49)
z=k.r
dz=k.dr (3.50)

denklemi kullanilir. Boylece,

d Jj 2 (k) 3 S EER
T\ Chi =5 | = =512 Jja(ko) + 172 (2 (ko) —k ] s(kr)) (3.51)
rz 2 2 2
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ifadesi (3.48) denkleminde yazilarak ¢ fonksiyonu elde
edilir.

0= Cn 2(1= D1 ¥ ular) + 1k sGkar)  (52)

Boylece agir desikler i¢in dalga fonksiyonlar1 f; o ; ve

¢ bulunmus oldu. Diger dalga fonksiyonlar1 olmadigi

icin fooo =0ve fi_11— f11,1 = 0dir. Agir desikler

icin ikinci grup dalga fonksiyonlari,

0
f0,0,0 3 0
— 2 -3 _l
;1,—1,1 B ;1,1,1 _ |Gt ;((—1 -Dr 2]l+%(khr) +r 2k]1+%(kh1')) (3.53)
1,-1,1 T J1,11 T2 (kn)
f1,0,1 Cn1 o

seklinde bulunur. Buradan(3.33) deki kiiresel Bessel
doniistimii yapilirsa,

0
0

O (1= D7 P00 +h Platar)| sy

_ ,Zk
Cppr™t Thlz(khr)

Boylece agir desikler i¢in ikinci grup kiiresel Bessel
dalga fonksiyonu grubu bulunmus oldu.Kath agir
desiklere ait iki kiiresel Bessel dalga fonksiyonlar1 grubu
(3.34), (3.54) ve enerji degeri (3.30) bulunmustur.
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Elektronlarin ve hafif desiklerin fonksiyonlarini ve
enerjilerini bulmak i¢in ilk dokuz denklemden (3.2),
(3.3), (3.4), (3.5) denklemlerini tekrar yazalim.

df
000()"‘ f101+

Cgi \/_\/1 (o + Dfy—11(@) + |+ ixafo00() =0
E vV lo (lo + 1)f1,1,1(r)

dfy_1,  3V3
e

V2 3 .
Ci:g oV Lo + Dfgoo| + Ci% \/T_\/ o +2)(Uo — Dfy_z2| T iXafy,11 =0
V2
+E\/lo(lo + Dfz0,2

2afZ,O,Z
“ar

6

=f202 t
af riow .

C}:g [ 0:'0] + Ci% +iX2f101 =0

NG

oV Lo+ Dfpo12 +
V6
EV lo(lo + 1) 2,12 |

[ V2
Clo |~ 5, VI (o + Diogo| +

af212

\fdr+

3\/_

. — M+
G +ixaf11,1 =0

V2
oV lo(Io + Dfz02 +
V3
T\/ (o +2)U, — 1)fz,z,z_

denklemleri kullanilarak elektronlarin ve hafif desiklerin

fonksiyonlar1 ve enerji spektrumlart bulunacaktir.
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Bunun i¢in 6ncelikle agir desiklere ait I=2 bandiyla olan

etkilesimleri ihmal edilecektir.

Denklemlerden a=v2./ly(lo +1) ve o=
(fir1 + fi,-11) dOniisiimleri yapilirsa, (3.2), (3.3),
(3.4), (3.5) denklemleri,

df| i
o1 [0 () + 2 fr00 +5-0] +idifoo o) =0 (3.55)

o [_%fo.o,o] +ix2f1,-11 =0 (3.56)
0 [8foo, .

C},g [%] +ix2f101 =0 (3.57)

C},'g [_%fo,o,o] +ixofi10 =0 (3.58)

denklemlerden (3.56) ve (3.58) denklemlerini toplama,
1o [~ oo + ixz0 =0 (3.59)
seklindedir. Denklemden f o , fonksiyonu ¢ekilirse,
fo00 = g—ggw (3.60)

olur. Fonksiyonu(3.57) denkleminde yerine yazilirsa,

d ,i ,
Gt [£ o] + ixfuon = 0 (3.61)
denklem,
d 1
(L+2)p+2fi01=0 (3.62)

seklinde olur.Denklemden f; o ; fonksiyonu gekilirse,

fior=—1(=+3)p (3.63)

r
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dir. f; o,1fonksiyonu(3.36) denkleminde yerine yazilirsa,
Cll,g [_ %f0,0,0 ] +

3d2 6d 4102+410+i)(3i)(2 0
|C1 | dr?2  rdr r2 c12|?

- 1 =0 (3.69)
3 oafd 8 rfd
GG
denklemini diizenlersek,
o
Cll,g [_ Ff0,0,0] -
|C | 4d  L(lh+tD)-2  ixsix, _
4 l.Xg de T; - T - 4|Ci'22 2 - 0 (365)
denklemde,
d® 4d L(etD-2 _
wtia™ v K (3.66)
notasyonu yazilirsa,
C11(? [ fooo |C12| [ LXW{Z] =0 (3.67)

olur.f] o1 degerini (3.20) denkleminde yerine yazarsak,
d 2
C11,'(§) (E + ;) fron + %‘P] + iX1 /0,00 =0

a8 (G DG ol + 5ol +iufana =0 G68)

r

denklemde tiirev ifadesi alinarak, diizenlenirse,

, d? 4.d  1y(lp+1)-2
Oyl = o+ i foo0 =0 (3.69)

denklemini elde ederiz. (3.66) denklemindeki

A2 4d ly(lp+1)—2

- = K?
dr?  rdr r2
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doniisiimiini, (3.69) denkleminde yazalim.

—CLo ZK2@ + X1 fo00 = 0 (3.70)
Denklemde her tarafi —CII' s g ifadesine bolersek,

K%¢p— %ﬁixlfo‘o,o =0 (3.71)

Elde edilen(3.67), (3.71) denklemlerini yazalim.

2 . .
cLo [_Ef ] _ 4|C11,'22 K2 — LX3LX2 ©=0
10 |~ /000 ixs 4|Ci'22 2

KZ‘P _Lo,li)hfo,o,o =0
rCO,1

(3.67) denkleminden fj  ofonksiyonunu gekip,

alc2 [, inix
=—— 12 |K? - A34z 3.72
fo,00 aixaCl 4ci? 2| P ( )

(3.71) denkleminde yerine yazilirsa,

K2 + 2alciil i [KZ - ”‘3"“} =0 (7

01, 10 122
1Co;ix3Cipa 4lcs

Buradan K? parantezine alinarak,

e 1+4|c11;§|2ix_1 _baix g (3.74)
O\ T e ) T jezeP T '

X1 X3

1,012 1,212
{KZ <— vl vl ) + i)(z} =0 (3.75)
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|C.1,0|2 4|CLZ 2
denkleminde her tarafi | — —2>— — —22— ) bolersek,
ix1 ixs
2 ix; _
K- — W Q= 0 (376)
A i 5

denklemi elde edilir. (3.66) notasyonunda ki K? degeri
(3.76) da yerine yazilirsa,

d?  4d  Ly(lp+1)-2 ix,
ar? " rdr re leto” alet?

stp=0  (3.77)

1 | ixs
seklinde diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel
denklemin ¢oziimii Bessel fonksiyonunda aranirsa,p

dalga fonksiyonu,

p=0—5 (3.78)

r2

olur. Buradan (3.33) kiiresel Bessel fonksiyonuna

dontstiiriliirse,

o=C r‘l\/%ll(kr) (3.79)

dir. (3.77) denkleminden dalga vektorii,

ix.
K=~ af (3.80)

ix1 ixs

dalga vektoriinii diizenlenirse,

K2 =—Hk e (3.81)
sl

X3|Ci:g
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elde edilir. (3.81) denklemindey; = (g5 — €),X; =
—g,x3 = Eo — & |C17 *=R%ve o5y = p?degerleri
yerlerine yazilsin.

2 (5g=8)=®
k? = 72<1+4R2(Sg_8)) (3.82)
P p? (Eg—¢)

olur. (3.82) denkleminden,
k? [pz + 4R? %} =e(e—gp) (3.83)
burada Eq > € oldugu i¢in Eg — € = Egolarak alinabilir.
K2 [pz +4R? %} = e(c—2,) (3.83)
¢ ile gg arasindaki iligki, € = €5 + 0 olsun. Burada g, >>
o ise

(3.84)

2.2 2p2 8 _ 41,2p2 € _
k‘p +4kREO 4kRE0—(5£g

olur. Agir desiklerle etkilesmesi ihmal edilecek kadar
kiigiik oldugu i¢inR? = 0 kabul edilebilir. Bu durumda

denklem,
k?p? = og, (3.85)

olur. Buradan (3.85) denkleminden ¢ degeri,

kZ 2 k2h2
= E—: = (3.86)
buradan k?p? ¢ekilirse,
k2p? = X (3.87)
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dir. (3.30) denkleminden R? degeri ¢ekilerek,

RZ — tho
6mp

(3.88)

ile (3.87) teki k?p? degerleri (3.84) denkleminde

yazilirsa,

kzh Eoh? gg—¢
s € 4—k2 ;0 =¢g(e—gg) (3.89)

Denklem sadelestirilirse,

k2h? 2k?h2(gg—¢)

s fe T o (e g) (3.90)
k2h2 2Kk2h2(gg) sznZ(a)
T BT —— e(e—g,) (3.91)

€ enerji parantezine alinirsa,

2k?h?
3y ) (3.92)

2p2, (L1 4 2 \_ c2 _
khsg(Zme+3mh)—£ +E(—gg +

denklemin ¢6zliimii i¢in,

€2+ & (—eg + 5o )+ Kihtey (— - —22) =0 (393)

2me 3mp
ikinci dereceden & denkleminin kokleri bulanarak,bir

tanesi elektronlarin enerjisini digeri ise hafif desiklerin

enerji degerini verecektir.

2

2k2h2
_ &g _ K’ AT 2p2, (L1 4 2
£y = + < - +K2h2e, (Zme +3mh) (3.94)

3mp

Boylece elektronlarin  ve hafif desiklerin enerji

degerlerini bulmus olduk. Enerjinin kdklerinden,
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222 £ +—2(kr)2h2 2 kr)2h2
g m
go=2 LDy <— : m> +E (L 2 (3.95)

2 3mpr? 272 r2 2me  3mp

ifadesi elektronlar i¢in enerji degerini,

22 £ +—2(kr)2h2 ’ kr)2h2
g m
glh=€_a_M_ <_ 3mun > +(r) SH(L+L) (3.96)

2 3mpr? 272 r2 2me  3mp

ifadesi ise hafif desiklerin enerji degerini ifade

etmektedir.

Elektronlar ve hafif desiklerin fonksiyonlarindan
fi01 dalga fonksiyonunu bulmak i¢in (3.63)
denkleminde, (3.78) denklemindeki ¢  fonksiyonu
yazilirsa,

J,,1(kr)
d 1 +5
fron=—2(E+3) 0, "% (3.97)

a T rz

(3.49) ve (3.50) deki tiirev islemi uygulanirsa,

3 3
—5T Z]H%(kr) +
r 243
fron=—3C| rz T]H%(kr) —k]H%(kr) + (3.98)

r 2], a(kr)
denklem diizenlenirse,

fron = =S U o) =k s(kr))  (399)
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olur. Boylece f;,,dalga fonksiyonunu da bulunmus

oldu. Bulunang ve  fio1 degerlerini (3.37)

denkleminde yerine yazilsin.

3
d 2| ¢ ftr ) -
e |
r.r a krz] s(kr)
2

Coa +
a 1 1+%(kr)
By
| 2r r%
ix1f000 =10 (3.100)
fo,0,0 fonksiyonu gekilirse,
3
(L42)]-c by = .
Cg'i dr r a k 1 «
fooo = =3 RV RE(C) (3.101)
i ]l+%(kr)
2r 1 r%

(3.49) ve (3.50) deki tiirev uygulanmast ile

5 5
or . |LT7 2] a(kr) + P12 ] a(kr) —
fopo = 2& E T (3.102)

ix; a 1 a? 5
k*r 2]l+%(kr) - 2]l+%(kr)

Baylece fy,9 fonksiyonu,

5 5

Qi l r_EjH%(kr) + 12 r_EjH%(kr) -

fooo =7 a| , o sy S (3.103)
k?r 2]l+%(kr) -——5r 2]l+%(kr)
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diizenlenirse,

C0,1 c _l
foo0 = 2=k r 2]l+3(kr)] (3.104)
2

i1 a
fo0,0 fonksiyonu elde edilmis oldu. Elektronlarin ve
hafif desiklerin dalga fonksiyonlarinda f; _;1 — f111

fonksiyonu bulunmadigi i¢in degeri sifirdir. Bdylece

elektronlarin ve hafif desiklerin Bessel fonksiyonlari,

Qic -1
f SiS i 173, s )
0,0,0 0
f1—11_f111 ], 1(kr)
T = +1 3.105
f1,-11 + i1 1 l 5 ( )
2
f101 ;

3 1
- % (1723 0r) = kr 73, s (k)

bulunmus oldu. (3.33) teki doniisiim kullanilarak kiiresel

Bessel fonksiyonlar1 elde edilir.

o1 C s o
ek \/;Il(kr)]
0

fi-11—fi11 _
f g+ Fiaa| ot \/%Il(kr) (3.106)
fl,(),l c - i [
| j a r_l\/;ll(kr) - kz\/; 11+1(kr))_

Elde edilen Bessel ve kiiresel Bessel dalga

f0,0,0

fonksiyonlarindan elektronlara ait dalga fonksiyonlar

yazilirsa,
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i Cor [, 2 175 ] 4 (ko]
fo,00 @ ‘ e
fooa— f 0
1-11 7 Jia| I alker)
fi-11+ fi1n Cer—25
2
fi01 "

3 1
—S2 (1172 ] Oker) — ke 172, 2(B0,T)

(3.107)
Kiiresel Bessel denklemlerine doniistiiriiliirse,
r CO,I E
. )
0,0,0
" 0
fl,—l,l _f1,1,1 — 2k (3 108)
fi-11+ fi11 Cor 177 ,Tell(ker) '
o Cor (1 11 (2R (hr) — kg [21ypa (e
| = 7 [T hker) = kez |1 (ker))|
Hafif desiklerin Bessel fonksiyonlar1 ise
C0,1 I _l
f i%[_kzhz r 2jl+%(klhr)]
0,0,0
" 0
fi—11—fiaa _ J, (ki) (3.109)
fi—11t fi1a Ch—25
f1,0,1 Cin _3 e _1
_7(1 r 2]l+%(kzh7”) —kp 2]l+%(kzh7')
dir. Kiiresel Bessel fonksiyonlarina doniisiimii,
[ GQic 52
f L;)(_i% [_kmz\/; 1, (ki)
0,0,0
" 0
fl,—l,l _fl,l,l _ ok (3 110)
fi-11+ fiia Cipr™t ,%Il(klhr) '
Froa _Cng 1 [Py gy Z s (21, (k)
|~ = K tn? 7 KT ) |

olarak bulunur. Boylece elektronlarin ve hafif desiklerin
kiiresel Bessel fonksiyonlart bulunmus oldu. Simdi

(3.82) denkleminden faydalanilarak elektronlarin ve
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hafif desiklerin enerji degerleri elde edilsin. Burada

ikinci bantla olan etkilesim ihmal edilirse, R=0 olarak

alinabilir,
2 __ (gg8)®)  _ (eg=£)(=®)
K= ey = s (.111)
<1+ p? (EO—S))

Bu denklem elektronlar ve hafif desikler i¢in yazilacak

olursa.
(eg—e)(~2e) (eg—ge)(~ge)
k= e = (3.112)
<1+ p? (Eo—se))
2 _ (sg—em)(-em) _ (gg—&m)(—em)
klh - 2( +4R2(£g_glh)) - p? (3113)
p? (Eo—21n)

Boylece agir desiklerin, hafif desiklerin ve elektronlarin
kiiresel Bessel dalga fonksiyonlarini ve enerji
denklemleri bulunmus oldu. Simdi elde edilen katli olan
agir desiklerin, elektronlarin ve hafif desiklerin (3.34),
(3.54) ve (3.106) kiiresel Bessel dalga fonksiyonlar

0
2k
Ch2 }Th I;(kp1)
0
0

yazilsin.
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r 0
0

2 2k, s 2
h1 a((—l -Drt Tll(khr) + khz\/;IHl(khr))
2k
Cpyrt /Thll(khr)

[ @l
AL \Fll(kr)]

0

C \/:I](kr)
C,
——(1 ‘1\/:Il(kr) kz\ﬁllu(kl‘))

Elde edilen kiiresel Bessel dalga fonksiyonlari i¢in

simir kosullart belirlenmeli ve fonksiyonlarinin
kiiresel Bessel denklemlerinde ¢Oziimleri
aranmalidir. Kuntum noktalar1 i¢in Kiiresel Bessel
fonksiyonlarmin sinir sartt potansiyelin  kuantum
noktast icerisinde sifir, disarisinda ise sonsuz

olmasidir.
0

2k,
D, [Ch2 Tll(khr) +

0
0

41
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r 0
0

2 ’Zkh s 2
o1y 1 |Z50 z
D, Chla (-1-Dr - Il(khr)‘l'khz\/;lHl(khr) +
2k
Cpyr? /Thll(khr)

[ cic s
e 2
0

D, c, r‘l\/%ll(kr) =0 (3.114)

Lt a0 <16 B0

bu denklemin ¢6ziimii icin birinci satirdan gelen

denklem,

f;l Cer [ I I, (kr)] (3.115)

dir. Denklemin ¢6zlimiinden, elektronlar ve hafif
desikler i¢in enerji spektrumunun yarigapa bagl degisim
grafigi elde edilecektir. Bunun i¢in  (3.94)
denklemindeki elektronlara ve hafif desiklere ait enerji

denklemi kullanilacaktir.

L2 2
gy k%h? A e— (1 2)
=9_ N | R LS 242
G125 T3y, T 2 TR (Tt 3my
(3.95) denklemi,
2(kr)2h2\ 2
. zs_g_(kr)zhz & Lr— +(kr)2h2£g< 1 N 2 )
€ 2  3myr? 2r2 r2 2m, 3my,
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elektronlar i¢in enerjinin yaricapa bagli degisimini ifade

ederken. (3.96) denklemi ise

- 4 20)2h 2
i g (kn)?’n* | e — N (kr)zhzsg< 1 N 2 )
™2 3m,r? 2r2 r? 2m, 3my,

hafif desiklerin yaricapa bagl enerjisi denklemini ifade

etmektedir.

(3.114) denkleminin ikinci satirlarindan gelen denklem,
Dy Crz |21, (k) = 0 (3.116)

dir. Bu denklemin ¢oziimi ile agir desiklerin enerji
spektrumunun yaricapa bagh degisim grafigini bulmak
miimkiin olacaktir. Kiiresel Bessel denkleminin
grafiginin elde edilebilmesi i¢in ki ve (knr)* degerleri,
(3.29) ve (3.30) denklemlerinden faydalanilarak

bulunur.

—e(Eg —8)
RZ

2 =1 X2X3
SEITVEE

1
3

3R%ky  ky’h? h*  3R?

€= — - -
EO th th EO
— _ke'rirt o ()’ 1
€= P h P— (3.117)

Boyuta gore diger kuantumlanmis hallerin enerji
spektrumlart  asagidaki  matrisin  ¢oziilmesiyle

bulunacaktir.
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—1—1)r! /ﬁ
( 1 1) r . Il(khr) + 1 [
D3Cy vt [ 1y(kr)

32
KnZ [~ 1isq (kpr)

-1 |2k -
b ot By Dﬂlr \/:ll(kr)
20n1 T nl(hr) —ls, s ;

k2\/;11+1(kr)

2
DyChi

=0 (3.118)

bu matrisin ¢éziimi igin,

2 2k 3 |2
[DyChy = (1= r7! _hll(khr) + khz\/:IHl(khr))]'
o s s
ol ,Zk 5 |2
—D3; lr ?Il(kr) —kz\/;llﬂ(kr) -

[D3Cy r_l\/%ll(kr)]. [D2Cha T_l\/r%ll(khr)] =0 (3.119)
seklinde i¢ ¢arpimi alinmalidir.

(0 + 1) r (kg k)21, ey )L 02, (k) —
2611Cor 2 : :
D2D3 (ZZ E (1 + 1) r_lkhZIl(khr)kZIHl(kr) —_
Kn2lyps Genr)l 1= (er) + K21y ()T ()

DsD,C, 1t \/%Il(kr)Chl r1 /%Il(khr) =0 (3.120)

seklinde bulunur. Denklem,

1 + 1) (ky k)2 m=21, (k) (er) —
CuCr_ 2|+ 1) 1kl Gyl () = | _
W+ DT g 3130 () (k) +
K2kl (k)2 (k)

D, D5

ZC;CM r_z(khk)%ll(khr)ll(kr) =0 (3.121)
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diizenlenirse,

—(1+ 1) v kg 3kl (k) () —
ChiCy 2

3 1
DoDsiisel ikl () (kr) + | =0 (3.122)
3 3
knzkaly gy (k) gy (k)

elde edilen denklem bize 1 degerinin sifirdan farkli
degerler almas1 gerektigini gosteriyor. 1=0 degeri i¢in
¢oziim olmayacaktir. Bu nedenden dolay1 tam agisal
momentum kuantum sayist 1=1.2.3.4... degerlerini
alabilecektir.Denklemin ¢oziimiinde,

—(U+ 1) v 2k (e )y () —
31 33
l r_lkh2k211+1(khr)ll(kr) + kh2k211+1(kh7")11+1(k7') =0 (3.123)

olarak alinir. Denklemin grafigini ¢izmek i¢in 6ncelikle,

knr ve kr degerleri, belirlenmelidir.

2mpe
K2

_ |2mee(e-gg) 2
kr = ,7}12% r (3.125)

Denklemin ¢oziimii i¢in kiiresel Bessel denklemleri

kpr = |- 2E 2 (3.124)

kullanilacaktir. Kiiresel Bessel denkleminin grafigi, elde

edilerek grafikteki kestigi ilk noktalar tespit edilir.

2m,e(e —
Plot[SphericalBessel |l + 1, ¢ ( g)

. 2mpe
SphericalBessel |l + 1, |— |
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2mye(e — ¢
SphericalBessel |1, M

l
2me(e—gg)
hZeg

. 2mpe
SphericalBessel |l + 1, Tz |~

[+1 2m, (e —
————SphericalBessel [l + 1, ( g)
2mpe
-

SphericalBessel [L\/Trye =0

Kiiresel Bessel de kesilen noktalarin bulunmasinin

A1 (3126)

ardindan, bu noktalar ile elektronlarin enerji spektrumu

yart capa bagli olarak degerleri elde edilecektir.

2mes(s - eg)
FindRoot[SphericalBessel [l + 1, |[———=12

2mpe

2
r
h2

SphericalBessel |l + 1,

2mee(e —
SphericalBessel |1, ¢ ( g)

l
2mee(e—¢gg) 2
hZeg

SphericalBessel |l + 1,

2mpe
K2

r2

[+1 2m s(s sg)

—————SphericalBessel |l + 1,
2mpe 5
N
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SphericalBessel [l, ,—%rz] =0, {i, 1,3}] (3.127)
&g

Bu denklemde gi>1 degerleri ile kiiresel Bessel
g

denkleminde elektronlarin yarigapa bagl e/ rafigi, g£<0
g

degerleri ise desiklerin yaricapa baglh e/egrafigi elde

edilecektir.



4. ARASTIRMA BULGULARI VE
TARTISMA

Yapilan calismada, GaAs tipi yariiletken kuantum
noktalarinin yiik tasiyicilarinin enerji spektrumlarin
elde etmek i¢in donme grubuna gore degismez kalan
birinci dereceden diferansiyel denklemler sistemi
kullanilmistir. Agir desiklerin enerji spektrumlar: ikinci

dereceden kathidir (4.1), (4.2).

0

Chz\/T%Il(khr) 4.1

0
0

0
0
G2 (1= D1 2000 + kot PlaGan)| @2

1 [k
Cpyrt /Thll(khl‘)

Hafif desiklerin ve elektronlarin fonksiyonlar1 (3.106)

ise,

0,1
Sher i [210er)

ix; a
0
C, r‘1\/%ll(kr) @3)

~S 0 [Ein - P o)

Elde edilen fonksiyonlar ile kuantum noktalar1 i¢in

sinir kosullar1 belirlenecektir. Kuantum noktasi i¢in
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49

fonksiyonlarin sinir sarti, kuantum noktasinin ig¢inde

potansiyelin sifir, yiizeyindense sonsuz olmasiyla

saglanir. Ogleyse sinir sartini uygulayarak enerji

spektrumlarini  bulmaliyiz. Di, Do,

D3,

matris

sabitlerini kullanarak sinir kosulunu asagidaki gibi

yazabiliriz.

denklem,

_D3

S0 [yt -6 Fhate)

Yukaridaki denklemin birinci satirlardan gelen

0

2k,
D, [Ch2 Tll(khr) +

0
0
r 0
0

(_1 - 1) r_l\/zTThll(khr) +

Ch1z

D, | ™Ma ]2
kp? Ell+1(khr)

2k
Cpyr? /Thll(khr)

0,1
e 2]

ix; a
0

_1 |2k
C,r 1\/gll(kr)

o1 Cor |12 |2

=0

(4.4)

(4.5)
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dir. Denklemin ¢oziimiiyle elektronlar ve hafif desikler
icin enerji spektrumunun yarigapa baglh degisim grafigi
elde edilecektir. Bunun i¢in (3.94) denklemindeki
elektronlara ve hafif desiklere ait enerji denklemi

kullanilacaktir.

2

szlz &g t+ 21eh?
&g 9" ( 1 2 )
=9 _ + | =2 3mun 252 il
f12 =5 3m, ( 2 ) ke 2m, + 3m,

denklemlerden,

4 2000 2
. = & (kr)2h? N _Sg Ey—. N (kr)2h2e, ( 1 N 2 )
€ 2  3myr? 2r2 r2 2m, 3my,

elektronlar ic¢in enerjinin yaricapa bagh degisimini,

(3.96) denklemi,

4 20r)h 2
i & (kr)%n? - e — N (kr)2h2e, ( 1 N 2 )
™2 3my,r? 2r2 r? 2m, 3my,

ise hafif desiklerin yaricapa bagl enerjisi denklemini

ifade etmektedir.

GaAs yariletkeni i¢in elektronlarin ve hafif
desiklerin enerji spektrumlarini yarigapa bagl grafigini
elde etmek i¢in denklemlerde; €, = 1.52 eV , h=1.05457
x103* J.s, (kr)? =(7.7252)* eV/N (r=20x10"' m degeri
icin), (kr)? degerleri yarigapa baglh olarak degismektedir.
Elektronun etkin kiitlesi me= 0.065x9.1093x1073! kg=
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5.9211x10* kg, hollerin etkin kiitlesi
my=0.4x9.1093x103!  kg= 3.6437 x10%2 kg ve
m;p=0.065x9.1093x10!  kg=5.921x10* kg dir.
Kuantum noktasinin yarigapi ise 2x10 m ile 2x108 m
arasinda alinmistir. Bu sartlar altinda elektronlarin ve
hafif desiklerin yaricapa bagh enerji spektrumu grafigi
seklindedir.

z(eV)

1(m)

-4 |

Sekil 3. Elektronlarin ve hafif desiklerin yaricapa
bagli enerji spektrumu grafigi
Grafikte de gortldigli gibi kuantum noktasinin
yarigapt kiiciildiikce elektronlarin enerjisi artmakta,
hafif desiklerin enerjisi azalmaktadir. Yasak bant araligi
kuantum noktasinin yarigapina bagli olarak degistigi
goriilmektedir. Yarigap azaldik¢a yasak bant araligi
artmakta ve enerji seviyeleri kesikli hal almaktadir.
Yarigapin artmasiyla bulk yapiya gidilmekte, yasak bant

aralig1 azalmaktadir. Elektronlarin enerjisi azalmakta ve
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hafif desiklerin enerjisi artmaktadir. Enerji seviyeleri
yarigapin artmastyla birlikte birbirine yaklagsmakta ve
yasak bant aralig1 sabit kalmaktadir. Yarigapin artmasi

ile enerji seviyeleri siirekli hale gelmektedir.

(3.114) denkleminin ikinci satirlarindan gelen ifade,

k
D1Crz /%“h(khr) =0 (4.6)

dir. Bu denklemin ¢oziimi ile agir desiklerin enerji
spektrumunun yaricapa bagh degisim grafigini bulmak
miimkiin olacaktir. Kiiresel Bessel denkleminin
grafiginin elde edilebilmesi i¢in ki ve (knr)* degerleri,
(3.29) ve (3.30) denklemlerinden faydalanilarak

bulunur.

—£(Eg —8)
RZ

2 =1 X2X3
SEITVEE

1
3

3R%KZ k,?A2 K% 3R?
—_ = _ > =

&=

EO th th N E
— k'R ppGan)® 1
€= 2mp r2 h 2my, r? “.7)

(3.117) denkleminde; 4=1.05457x10734J.sn,(kn.r)*> =
3.141592 eV/N (r=5x10"1" m), bu deger yarigapa bagh
olarak degismektedir. Agir desiklerin etkin kiitlesi
m;y=0.4x9.1093x10-3 kg=3.6437x103' kg dir. Enerjinin
yarigapa bagl grafiginin ¢iziminde yarigap, 5x10'° m

ile 1x107 m arasinda alinmugtir.
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Sekil 4. Agir desiklerin enerji spektrumunun

yarigapa bagli degisim grafigi

Agir  desiklerin  enerjilerinin  yaricapa  bagh
degisimini veren grafikte, yaricapin azalmasi ile agir
desiklerin enerjisi azalmakta ve enerji kesikli degerler
almaktadir. Enerji seviyeleri belirginlesmektedir.
Yarigap arttikca enerji artmakta, enerji seviyeleri
arasindaki mesafe azalmaktadir. Boyuta gore diger
kuantumlanmig hallerin enerji spektrumlar1 asagidaki

(3.118) matrisinin ¢oziilmesiyle bulunacaktir.

2k
(_] — 1) r_1 Thll(khr) +
2k
D;C 7t | —1,(kr)
3 (2 m
khi\[illﬂ(khr)
hid

I rt 2kl(k)
r=t | —1,(kr) —
2k C T

DyCpy vt _hlz(khr) _Da_1
Jom o . 7
ki\[:lzn(kr)
0L

DyChy p
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bu matrisin ¢dziimii,

1 3
—(+1) r—lkhEkEIl(khT)Ilﬂ(kr) -
ChiCy 2 3 1 =
D; D, z(}ll+11)5 Lr~ kp2kzlypq (kpr) 1 (kr) + =069
3 3
knzkal 4 (kpr)l 4 (kr)

dir. Elde edilen denklem bize | degerinin sifirdan farkli
degerler almas1 gerektigini gosteriyor. 1=0 degeri i¢in
¢oziim olmayacaktir. Bu nedenden dolay1 tam agisal
momentum kuantum sayilari olarak 1=1,2,3,4,5
degerlerini alacaktir. Denklemin ¢oziimiinde,

—(L+ 1) vy 3kl (k) () —
3 1
LY 2y (k)L () + Kk g (k) (k) = 0 (4.9)

olarak alinir. Denklemin grafigini ¢izmek i¢in 6ncelikle,

knr ve kr degerleri, belirlenmelidir.

2mpe
— h TZ
K2

2mee(e—¢gg4)
ker = ,7h2€g 9 r2 4.11)

Bu denklemlerde sabit degerler olan; €,=2.4353x10

kyr = (4.10)

Zerg h=1.0551x102"erg.s, elektronun etkin kiitlesi
me=0.065x9.1093x1028¢r=5.9211x10*°gr ve hollerin
etkin kiitlesi mp=0.4x9.1093x1028gr= 3.6437 x102gr
dir. Yarigap 30x10® cm ile 300x10® cm arasinda
degerler almakta ve tam agisal momentum kuantum

sayilar1 1=1,2,3,4,5 degerleri icin kiiresel Bessel
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fonksiyonu yarigapa bagli enerji spektrumlar1 elde

. . - . &
edilecektir. Degerler yerlerine yazilarak, — oranmin
&
9

kiiresel Bessel denkleminde kestigi ilk noktalar tespit

edilir.

2meele — €
Plot[SphericalBessel 1 + 1, = ( g)

. 2mye
SphericalBessel |1+ 1, [— |~

1 Zmes(s - sg)
2mee(e—gg)
h?eg

. 2mye
SphericalBessel |1+ 1, [— wz |~

1+1 2mqe(e — ¢
SphericalBessel |1 + 1, ° ( g)

SphericalBessel |1,

2mpe
h2

. 2 3
SphericalBessel [l, ,— I;;hs] =0, {g,l}] (4.12)

Kiiresel Bessel de kesilen noktalarin bulunmasinin

ardindan, bu noktalar ile elektronlarin enerji spektrumu

yarigapa bagli olarak degerleri elde edilecektir.

2mes(£ sg)
FindRoot[SphericalBessel [l + 1, T X
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1 2 -
—————SphericalBessel [, [————==r?|—
2meg(e—gg) B
hZeg r

SphericalBessel |1 + 1,

I+1 .
SphericalBessel |1 + 1,

2mpe
. 2mpe €
SphericalBessel [l, ’—h—zrz] =0,{-,13}] (414
g

h2
Elde edilen gi degerleri birden biiylik ve sifirdan
g

kiiciik degerler olmaktadir. Bu degerlerden gi>1
g

degerleri elektronlarin  yaricapa bagh  grafigini

vermektedir.
eleg
120 } il Ry
\ III \ I.'l,l .".
\
115 | ||
|
|
110 | '.I

= r(A")
250 300

Sekil 5. Elektronlar i¢in yarigapa bagh €/eg grafigi
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Grafige gore, yaricap arttikca &/g; orani bire
yaklagsmakta, enerji seviyeleri arasindaki genislik
azalmakta ve bulk yapilara gidilmektedir. Boylece enerji
stirekli hale gelmekte ve elektronlarin enerjisi yarigapin
artmasi ile azalmaktadir. Yaricap azaldikga &/g, orani
artmakta ve elektronlarin enerjisi artmaktadir. Boylece

enerji seviyeleri kuantumlanmakta ve yasak bant araligi

artmaktadir.
Simdi gi<0 degerleri, hollerin yarigapa bagli &/e,
g

grafigini vermektedir.

Sekil 6. Desikler i¢in yarigcapa bagl €/eg grafigi

Grafige goOre yarigap arttikca, &/e; orani sifira
yaklagsmakta, desiklerin enerjisi artmakta, yasak bant
aralig1 azalmakta, bulk yapiya gidilmektedir. Yarigap
arttikca enerji seviyeleri arasindaki genislik azalmakta

bulk yapida enerji seviyeleri siirekli hale gelmektedir.
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Yarigap azaldik¢a (nanoyapilarda), yasak bant aralig
genislemekte enerji seviyeleri kuantumlanmaktadir.
Yarigapin azalmasi ile elektronlarin enerjisi artmakta,

hollerin enerjisi azalmaktadir.



5. SONUC

Ug bant modeli (valans bandi ve iki iletkenlik band1)
dikkate alinarak donme grubuna gore degismez kalan
birinci mertebeden diferansiyel denklemler sistemi
kullanilarak kiiresel Bessel fonksiyonlari ve yarigapa
bagli enerji spektrumlar1 hesaplanmistir. GaAs tipi
yariiletken kuantum noktalarinda yiik tasiyicilarinin
enerji spektrumlari yarigapa gore degismektedir. Makro
yapilarda (Bulk yap1), enerji seviyeleri siirekliyken
nanoyapilara gidildikge enerji seviyeleri
kuantumlanmakta ve buna bagl olarak farkli fiziksel
ozellikler gozlenmektedir. Yiik tasiyicilarinin enerjisi
yarigapa bagl olarak degigsmektedir. Yarigapin artmast
ile elektronlarin enerjisi azalmakta, hafif desiklerin ve
agir desiklerin artmaktadir. Yarigcapin azalmasi ile
elektronlarin enerjisi artmakta, hafif desikler ve agir

desiklerin enerjisi artmaktadir.
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